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EXAMEN FINAL DE CALCULO (4/7/2012)
SOLUCIONES

1. Calcule los siguientes limites:

I A
1. (0,5 puntos) nh—>Holo o
, 3n° 3n’ 3n’
2. (1 punto) nh_}ngo <n6—|—1 + 3 +”.+n€‘—|—n>
Solucién
3" 45" i ) o
1. Sea a, = g Se consideran las sucesiones de término general

3" 3\" 57 5\"
w=g=(5) v emw-()

Puesto que —1 < % <ly —1<%< 1, se tiene lim b, =0 y lim ¢, =0.
n—oo n—oo

Entonces
lim a, = lim (b, +¢,) = lim b, + lim ¢, = 0.
n—oo n—oo n—oo n—oo
3n° 3n° 3n°
2. Sea b, = el término general de la sucesién dada.

n6+1+n6+2+'”+m
Se consideran las sucesiones {a,} y {c,} dadas por

3nb 3nS 3nb 3nb
n . pry C pry n . pr s
n+n nb4n y oo n+1 nb+1

an =

que verifican a,, < b, < ¢, para todo n € N, siendo lim a, = lim ¢, = 3.
n—oo n—oo

Aplicando la regla del sandwich para sucesiones, se tiene que lim b, = 3.
n (0.)

2. Resuelva los siguientes apartados sobre series:

e 1
1. (0.5 puntos) Estudie la convergencia de la serie —_—
(0.5 puno g £
2. (1 punto) Calcule el centro y radio de convergencia de la serie de potencias

e}

S 1)

n=0

y sume la serie para x = 0.



Solucién

1
1. Sea ap, = —.
" (n+3)!
e 3)! 1
La serie ) a, es convergente pues lim "t = i (n+3) = lim =0<1.
=l n—oo | a, n—o0o (n—|—4)! n—oo N + 4
00 on
2. Sea Y anp(x — x0)", donde a,, = (—1)”57 y xg = —1.
n=0
Se tiene lim ¥/|a,| = i /22
e tiene lim {/lan| = lm {/c0 = 2.

Por tanto, el radio de convergencia de la serie de potencias es r = %

0o on oo n
Para z = 0 se obtiene ). (—1)"5—71 = > (—5> . Esta serie numérica es convergente
n=0 n=0
porque es una serie geométrica de razén r = —p» con |r| < 1. Su suma es
St 5
)i = 2} = ==
n=0 o n=0 5 1- (_3) 7
3. Dada la funcion
272
T+ o si(z,y) #(0,-2)
fla,y) = o+ (y +2)°
2 81 ($,y) = (07 _2)
1. (1 puntos) Estudie si existe lim  f(x,y).
(z,y)—(0,-2)
of

2. (0,8 puntos) Calcule, si existe, 8—(0, —2).
T

Solucién

1. Para estudiar el limite, veamos qué sucede con los limites iterados:

, , 222 , 222 ,
lm | lm {2+ 53— %5 || =1lm 2+ — ) = lim(z +2) =2
z—0 \y——2 x4 4+ (y + 2)2 z—0 x2 x—0

1f I + 2—$2 =1 v lim 0=0
yLHJZ xg% o 2 + (y + 2)2 N yinfl2 (y + 2)2 N yinEZ -

Como ambos limites iterados existen pero no coinciden, podemos concluir que no existe el

limite doble.
222
— | =2
(:U Tz ) r+2-2

2. g(o, —2) = lim =lim —— =1lim1l=1
ox z—0 z—0 z—0 xT z—0 €T z—0




4. (1,2 puntos) Dada la funcion f(x,y) = x> — 3y> + 2wy — 1, razone que existe plano tangente
a su grafica en el punto (2,1,4) y halle su ecuacion.

Solucién
Puesto que f es un polinomio, entonces es diferenciable en todo punto de R?, en particular
n (2,1). Por tanto, existe plano tangente a la grafica de f en (2,1, f(2,1)) = (2,1,4). Ademés,
dicho plano tiene como ecuacion:

0 0
-2 =FenE-2+ Zene-.
Dado que 5 5
T =2ry = Tan=o
0 0
o) =02 = Zp1y=—s

entonces la ecuacion del plano tangente pedido es

z—4=6(x—2)—5(y—1)

y operando se obtiene

z=06x—5y—3

5. (2 puntos) Halle los extremos absolutos de la funcién f(x,y) = (z + 1)? — y? en el conjunto
I'={(r,y) €eR?: 22 +y? + 22 — 3 =0}.

Solucién

Dado que 224y 4+2x—3 = (z+1)2+y%—4, el conjunto I' = {(z,y) € R? : (z+1)2+y? = 4} es
la circunferencia de centro (—1,0) y de radio 2 y, por lo tanto, es cerrado y acotado. Ademas, la
funcién f es continua, entonces se puede asegurar que existen el méaximo y el minimo absolutos de
f en I'. Buscamos los posibles extremos mediante el método de los multiplicadores de Lagrange
entre:

e Puntos no requlares de I', que son los puntos de I' que anulan las derivadas parciales de
glz,y) = (x +1)> + ¢y — &

dg

Jg y=20
7:2 =

oy y=0

y, dado que (—1,0) ¢ I, no existen candidatos a extremos de este tipo.

e Puntos estacionarios de la funcion de Lagrange

F(z,y) = f(z,y)=Mg(z,y) = (2+1)* =y = A(2+1)°+3° —4) = 1=V (z+1)> = (1+X1)y* —4x



pertenecientes a I'; es decir, los puntos (z,y) que satisfacen el sistema

OF

) VG 1) =
5y = 21=N(z+1)=0
OF

a9 1+ Ny

(+1)?+y* =4

Si |z = —1 | entonces, de la tercera ecuacién, y = 2 6 y = —2, y asi (—1,2) y (—1,—2) son

candidatos a extremos.

Si|x# —1|entonces A = 1y, de la segunda ecuacién resulta y = 0. La tercera ecuacién se

reduce a (z+1)2 = 4, cuyas soluciones son = 1 6 x = —3, que permiten obtener los candidatos
(170) y (_37 0)
Finalmente, evaluamos la funciéon f en los posibles extremos:

f(=1,2)=—-4, f(-1,-2)=-4, f(1,0)=4, f(-3,0)=4

concluyendo que f alcanza su valor minimo absoluto en I'; —4, en los puntos| (—1,2) y (=1, —2)

y su valor mdzimo absoluto en T, 4, en los puntos | (1,0) y (=3,0) |.

6. Calcule las siguientes integrales

1. (05puntos)/ x+3

1+a2"
2. (1.5 puntos) // 2%y cos(2?) sen(y?) dedy donde R = [0,1] x [1,2].
R

Solucién
1. La integral indefinida es inmediata:

2x 4+ 3 2x 3
/4—1—3:2(133 = /4+m2d$—|—/4+x2da¢

3 1/2
= ln(4+x2)+2/1+(/$/2)2d93

3
= In(4+2%) + 2 arctan(z/2) + C

1 < /1 " 2y cos(a) sen(y?) dy> dx
/0 L2 cos(:r?’)dw) ( /1 " sen(y?) dy>
] ) (a7

senl (cos1 — cos4)

2. Respecto a la integral doble, se verifica:

// z2y cos(x3) sen(y?) dedy =
R

I
S~ S—



